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Resume. Soit G un groupe localement compact et p une represen- 
tation de dimension finie de G non unitaire. On definit des algebres 
de Banach analogues aux C*-algebres de groupe, C*(G) et C*(G), 
en considerant l'ensemble des representations de la forme p® n, ou 
7r parcourt un ensemble de representations unitaires de G. On cal- 
cule la if-theorie de ces algebres pour une large classe de groupes 
verifiant la conjecture de Baum-Connes. 

Abstract. Let G be a locally compact group and p a non-unitary 
finite dimensional representation of G. We consider tensor products 
of p by some unitary representations of G in order to define two 
Banach algebras analogous to the group C*-algebras, C*(G) and 
C* (G) . We calculate the if -theory of such algebras for a large class 
of groups satisfying the Baum-Connes conjecture. 
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Introduction 

Soit G un groupe localement compact et p une representation de 
dimension finie de G. Dans |GA07b| . nous avons defini un analogue 
tordu par p de la C*-algebre maximale de G, que Ton note A P (G), en 
considerant la completion de l'espace des fonctions continues a support 
compact sur 67, que Ton note C C (G), pour la norme 

ll/H = sup \\(n®p)(f)\\c(H9V), 

(n,H) 

pour / G C C {G) et ou le supremum est pris parmi les representations 
unitaires de G. Ces algebres de groupe tordues sont des algebres de 
Banach ; ce sont des C*-algebres si et seulement si p est unitaire. Elles 
apparaissaient alors de fagon tres naturelle dans l'etude du comporte- 
ment de p dans l'ensemble des representations de G de la forme p <8> tv, 
avec 7r unitaire. En effet, nous avons alors defini un renforcement de 



la propriete (T) de Kazhdan |Kaz67| en termes d'idempotents dans 



A P {G) qui nous a permis de montrer que, pour la plupart des groupes 
de Lie semi-simples reels ayant la propriete (T), toute representation 
irreductible de dimension finie p est isolee dans l'ensemble des represen- 
tations de la forme p® tt, ou 7r parcourt l'ensemble des representations 
unitaires et irreductibles de G. 



D'autre part, dans le meme article, nous avons aussi defini un ana- 
logue tordu de la C*-algebre reduite de G, note A P (G), en considerant 
la norme sur C C (G) donnee par la formule 

11/11 = ll(Ao®p)(/)|| 

ou Xq est la representation reguliere gauche de G. Nous avons alors 
montre que si le groupe G est non-compact et a la propriete (T) tordue 
definie dans |GA07bj , ces deux algebres tordues n'ont pas la meme K- 
theorie. Lorsque p est unitaire, ceci est un resultat classique : dans ce 
cas les algebres tordues coincident avec les C*-algebres de groupe C*(G) 
et C*(G), respectivement, et la propriete (T) tordue coincide avec la 
propriete (T) de Kazhdan. C'est un resultat connu qui dit que si un 
groupe non-compact G a la propriete (T), alors C*(G) et C*(G) n'ont 
pas la meme K-theorie, ce qui a d'ailleurs constitue pendant longtemps 
une barriere pour la verification de la conjecture de Baum-Connes pour 
des groupes infinis discrets ayant la propriete (T) (cf. |Jul97 j). 

Le but de cet article est de calculer la K-theorie des algebres tor- 
dues pour une large classe de groupes verifiant la conjecture de Baum- 
Connes. Pour ceci, nous allons construire deux morphismes tordus, p p 
et p Pt r, qui vont du membre de gauche du morphisme de Baum-Connes 
dans la X-theorie des algebres tordues et qui coincident avec les mor- 
phismes de Baum-Connes classiques, p et p r , si p est unitaire. Les 
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algebres tordues etant des algebres de Banach, notre outil principal 
sera la KK -theorie banachique de Lafforgue (cf. |Laf02b| ). Nous allons 
alors montrer que les algebres tordues se comportent de la meme fagon 
que C*(G) et C*(G) au niveau de la K-theorie. 

On rappelle que la conjecture de Baum-Connes propose une fagon de 
calculer la K-theorie de C*(G) pour tout groupe localement compact 
G (cf. |BCH94| ). Plus precisement, Baum, Connes et Higson ont defini 
un morphisme d'assemblage 

fl r : K top (G) - K(C*(G)), 

ou K top (G) est la i-T-homologie G-equivariante a support compact du 
classifiant universel pour les actions propres de G, note EG. Ce mor- 
phisme, appele desormais morphisme de Baum-Connes, peut etre defini 
a l'aide de la KiT-theorie equivariante de Kasparov (cf. |Kas88j). La 
conjecture de Baum-Connes affirme que fi r est un isomorphisme pour 
tout groupe localement compact G. 

La methode la plus puissante pour montrer la conjecture de Baum- 
Connes, appelee de fagon generate methode du "dual Dirac-Dirac" a ete 
introduite par Kasparov dans son preprint de 1981 (publie apres dans 
|Kas88| ) pour demontrer la conjecture de Novikov dans le cas des varie- 
tes dont le groupe fondamental est un sous-groupe discret d'un groupe 
de Lie connexe. Elle a ete ensuite enoncee dans une forme tres gene- 
rale par Tu (cf. |Tu99| ) qui consiste a construire un element de "Dirac" 
d dans KK G (A,C) et un element "dual-Dirac" rj dans KKq(C, A), 
pour A une G-C*-algebre propre, tels que, si on considere l'element 
de KKq(C,C) defini par la formule 7 := rj (g)^ d, ou ®a denote le 
produit de Kasparov au-dessus de A, alors 7 doit agir par l'iden- 
tite sur K top (G) ; plus precisement, on demande que p*(j) = 1 dans 
KKgkEg{Co(EG),Co(EG)), ou p : EG — > {pt} est la projection de 
EG sur le point. Un element 7 avec ces proprietes est appele "element 
7 de Kasparov". Tu a montre que si un element 7 de Kasparov existe, 
alors le morphisme de Baum-Connes fi r est injectif. Si de plus 7=1 
dans KKq(C,C), alors fi r est un isomorphisme. 

Par ailleurs, on peut aussi construire un morphisme 

/jl : K top (G) -> K(C*(G)), 

(cf. |BCH94 j). Les resultats de Tu impliquent que s'il existe un element 
7 = 1 dans KK G (C,C) comme ci-dessus, alors fi est aussi un isomor- 
phisme (cf. |Tu99| ). 

Dans [Kas88j, Kasparov a utilise la methode originale pour montrer 
l'injectivite de fi r (et done la conjecture de Novikov) pour tout groupe 
de Lie semi-simple et pour tout sous-groupe ferme d'un groupe de Lie 
semi-simple. Depuis, un element 7 de Kasparov a ete construit, par 
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exemple, par Kasparov et Skandalis et puis par Higson et Kasparov, 
pour une classe tres vaste de groupes, notee C dans |Laf02bj . Nous rap- 
pelons ici, par souci de commodite pour le lecteur, que cette classe est 
constitute par les groupes suivants : 

- les groupes localement compacts agissant de fagon continue, propre 
et isometrique sur une variete riemannienne complete simplement 
connexe a courbure sectionnelle negative ou nulle (cf. [Kas88j), ou 
sur un immeuble de Bruhat-Tits affine (cf. |KS91| ). 

- les groupes discrets agissant proprement et par isometries sur un 
espace metrique faiblement geodesique, faiblement bolique et de 
geometrie co-uniforme bornee (cf. |KS03| et |TzaOO| pour la termi- 
nologie co-uniforme), 

- les groupes localement compacts a-T-menables, c'est-a-dire qui 
agissent de fagon affine, isometrique et propre sur un espace de 
Hilbert (cf. |HK01| ). 

La classe C contient, en particulier, tous les groupes moyennables, tous 
les groupes hyperboliques au sens de Gromov et tous les groupes p- 
adiques. 

Dans [JK95J, Julg et Kasparov ont aussi prouve l'egalite 7 = 1 dans 
KKa(C,C), et done la bijectivite du morphisme de Baum-Connes, 
pour SU(n, 1). Higson et Kasparov ont ensuite generalise leur resul- 
tat pour tous les groupes a-T-menables (cf. |HK01| ). 

Revenons maintenant aux algebres de groupe tordues. Pour tout 
groupe localement compact (et denombrable a l'infini) et pour toute 
representation p de dimension finie, nous allons construire deux mor- 
phismes 

p p : K top (G) -> K(A P (G)) et AW : K top (G) -> K(A p r (G)). 

Nous allons ensuite montrer que \x p et fi p>r sont des isomorphismes pour 
tout groupe localement compact pour lequel il existe un element 7 de 
Kasparov qui est egal a 1 dans KKq(C,C). Plus precisement, nous 
allons montrer les deux theoremes suivants. On rappelle que 

K^(G)=\\mKK G (C (Y),C), 

ou la limite inductive est prise parmi les parties Y G-compactes de EG. 

Theoreme 0.1. Supposons que pour toute partie G-compacte Y de 
EG, il existe une G-C* -algebre propre B et r] G KKc{C, B) et d e 
KK G (B, C) tela que 7 = 77 ® B d G KK G (C, C) verifie p*{~f) = 1 dans 
KKq k y{Cq(Y), Cq(Y)), oiip est la projection de Y vers le point, si bien 
que 7 agisse par I'identite sur K top (G) . Alors, pour toute representation 
p de dimension finie, les morphismes p p et p Pjr sont injectifs. 



MORPHISME DE BAUM-CONNES TORDU 



5 



Theoreme 0.2. Soit G un groupe localement compact tel qu'il existe 
une G-C* -algebre propre B, et des elements rj G KKq(C, B) et d G 
KK G (B, C) tels que si on pose 7 = 77 ®£ d G KK G (C, C) on a 7 = 1. 
Alors, pour toute representation p de dimension finie de G, \x p et jip^ 
sont des isomorphismes. 

Ceci implique en particulier que fi p et fi Ptr sont injectifs pour tout 
groupe appartenant a la classe C et ce sont des isomorphismes pour tout 
groupe a-T-menable. Dans ce cas, les algebres A P {G), A£(G), C*(G) 
et C*(G) ont done toutes la meme -fT-theorie. 



Dans un autre article (cf. [GA08J), qui fait partie de |GA07a| . nous 



montrerons que \x p<r est un isomorphisme pour tout groupe ayant la 
propriete (RD) et appartenant a une sous-classe de C, notee C par 
Lafforgue (cf. [Laf02bi Introduction]). En particulier, on obtiendra la 
bijectivite du morphisme pour tout groupe de Lie reductif reel, 
pour tout groupe hyperbolique et pour tous les sous-groupes discrets 
et cocompacts de SL 3 (F), ou F est un corps local, de SL 3 (M) et de 
-E , 6(-26) (cf- [LafDOj . |Cha03j ). Le morphisme de Baum-Connes tordu 
r est alors un isomorphisme pour la plupart des groupes pour les- 
quels on sait montrer que le morphisme de Baum-Connes classique 
Test. De plus, la bijectivite du morphisme tordu ne semble pas etre 
plus facile a demontrer que la conjecture de Baum-Connes elle-meme, 
l'algebre tordue A£(G), a difference des completions inconditionnelles 
introduites par Lafforgue, n'etant pas plus stable que C*(G) par le pro- 
duit de Schur ( |Laf02a| ). Cependant, on va montrer (cf. propostion ll.5p 
que les algebres tordues peuvent etre tres "petites", e'est-a-dire conte- 
nues dans des algebres L 1 qui sont des completions inconditionnelles 
(cf. [Laf02b]). Ceci nous fait croire que la conjecture de Baum-Connes 
est fortement liee a la bijectivite du morphisme tordu et on peut es- 
perer que les deux soient verifiees toujours au meme temps. On rap- 
pelle que Higson, Lafforgue et Skandalis dans |HLS02j ont donne un 
contre-exemple a la generalisation de la conjecture de Baum-Connes 
aux actions de groupe (connue comme la conjecture de Baum-Connes 
a coefficients), ce qui nous laisse penser que le morphisme tordu ne doit 
pas etre un isomorphisme pour tous les groupes localement compacts ; 
mais on peut esperer que ga soit le cas pour tous les groupes de la classe 
C. 

Dans le cas des groupes abeliens, les algebres tordues avaient deja etes 
considerees par Bost dans le cadre du principe d'Oka (cf. |Bos90j). 

Remerciements. Ce travail fait partie des travaux presentes pour l'ob- 
tention de mon Doctorat realise sous la direction de Vincent Lafforgue. 
Je tiens a le remercier pour sa grande disponibilite et ses suggestions. 
Je remercie aussi Georges Skandalis pour ses eclaircissements et ses 
conseils et Herve Oyono-Oyono pour ses commentaires. 
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1. Algebres DE GROUPE TORDUES 

1.1. Definitions et proprieties principales. Soit G un groupe loca- 
lement compact et soit dg une mesure de Haar a gauche sur G. On note 
A la fonction modulaire de G (c'est-a-dire que dg~ x = A(g)~ l dg pour 
tout g G G). 

Soit A une G-C*-algebre. Pour tout g G G et pour tout a G A, on note 
g.a, ou g(a), Taction de g sur a. On considere alors l'espace vectoriel 
des fonctions continues a support compact sur G et a valeurs dans A, 
que Ton note C C (G, A), muni de la structure d'algebre involutive dont 
la multiplication est donnee par 

(/i*/2)(#)= / h{.gi)giU2{.9i l g))dg 1 , 

JG 

pour fi, / 2 G C C (G, A) et l'involution par 

r (<?) = rt/fo-^W 1 ), 

pour / G C C (G, A) et g e G. De fagon generale, on represente tout 
element / de C C (G, A) par l'integrale formelle J G f(g)e g dg, ou e g est 
une lettre formelle satisfaisant le conditions suivantes 

e 9 e g' = e gg'i e *g = (. e gY l = e g- x et e g ae *g = 9 -a, 

pour tous g, g' G G et pour tout a G A. 

On note C*(G, A) et C*(G, A) les produits croises, maximal et reduit 
respectivement, de G et A. De plus, on note 

L\G,A) = {f eC c {G,A)\ [ f(g)*f(g)dg converge dans A}, 

JG 

et Xg,a la representation reguliere gauche de C C (G,A) dans L 2 (G, A) 
donnee par la formule 

X G Af)(h)(t) = [ t-'if^his-^ds, 

JG 

pour / G C C (G, A), h G L 2 (G, A) et t <E G. On rappelle que Ag,a induit 
un unique morphisme de C*-algebres de C*(G,A) dans C*(G,A) que 
l'on note encore \g,a par abus de notation. 

Tout le long de Particle, une representation p de dimension finie de 
G sera une representation de G sur un espace vectoriel complexe de di- 
mension finie, muni d'une structure hermitienne. On note (p, V) toute 
representation de G sur un espace V pour simplifier les notations et 
quand on veut preciser l'espace sur lequel G agit. Le produit tensoriel 
de C*-algebres sera toujours le produit tensoriel minimal. 
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Soit (p, V) une representation de dimension finie de G. On considere 
alors l'application 



Elle nous permet de donner la definition de produits croises tordus 
suivante. Soit C*(G, A)<S)End(V) (resp.C r *(G, A)®End(V)) le produit 
tensoriel minimal de C*-algebres. 

Definition 1.1. Le produit croise tordu par p (resp. produit croise 
tordu reduit), note A xi p G (resp. A xi£ G), est le complete-separe de 
C C (G, A) pour la norme 



On a alors la proposition suivante 

Proposition 1.2. Les produits croises tordus A xi p G et A x£ G sont 
des algebres de Banach. Ce sont des C* -algebres si et seulement si p 
est une representation unitaire. Dans ce cas, A x p G = C*(G,A) et 
A x£ G = C*(G, A), a equivalence de norme pres. 

Demonstration. II est clair que ce sont des algebres de Banach. On va 
montrer qu'elles coincident avec les produits croises C*-algebriques si 
et seulement si p est unitaire dans le cas ou A = C, le cas general etant 
analogue. Supposons que p soit une representation unitaire de G. Par 
definition, si / e C C (G) alors 



ou le supremum est pris parmi les representations unitaires de G. 
Alors on a trivialement l'inegalite de normes ||.||.ap(g) < ||-||c*(G) de 
sorte que A P (G) est un quotient de C*(G). Soit (p*,V*) la represen- 
tation contragrediente de G sur l'espace dual V* de V. Done, comme 
(V* <S> V) G = H.om G (V, V), la representation triviale 1q de G est for- 
tement contenue dans p* ® p. Ceci implique que toute representa- 
tion unitaire n est fortement contenue dans n <S> p* <S> p, et done que 
toute representation unitaire n est fortement contenue dans l'ensemble 
{a (8) p\ a une representation unitaire}. D'ou ||.|| g*(g) ^ II-IUp(g) et 
C*(G) = A P (G), a equivalence de norme pres. 
D'autre part, pour / e C C (G), 

||/IU?(G) = \\(*G®p){f)\\ci&(.G)®V), 



C C (G,A) 



C C (G, A) ® End(^) 





(resp. ||.||c;(G,A)(giEnd(y))- 
Si A = C, alors on note 



A P {G) := C y\ p G et A p r {G) :— C x\ p G. 



||/IUp(G) = sup p)(f)\\c(H®v), 
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ou Xq '■ G — > £(L 2 (G)) est la representation reguliere gauche de G. 
Dans ce cas, le resultat vient du fait que la representation reguliere de 
G est "absorbante" : la representation A G <8> p est unitairement equiva- 
lente a Xq <8> Id G , ou on note Id G la representation triviale G sur V ; 
l'operateur d'entrelacement entre ces deux representations est donne 
par F application 

L 2 (G, V) -> L 2 (G,y) 

(en identifiant L 2 (G) <g> V avec L 2 (G, V)). II est facile de verifier que, 
T(A G <g> p)(#) = (Id G <g> A G )(<?)T, pour tout g £ G. 

□ 

Remarque 1.3. (1) II est clair que A GjJ 4 induit un unique morphisme 
d'algebres de Banach 

X p GA :Ax p G^Ax p r G. 

(2) Si on choisit une autre norme sur V, comme deux normes sur 

V sont toujours equivalentes, on obtient alors une norme equi- 
valente sur A xi p G. En particulier, si G est un groupe compact, 
comme toute representation de G sur un espace de Hilbert est 
unitarisable, alors A x p G = C*(G, A), a equivalence de norme 
pres. De meme dans le cas de A xi£ G. 

(3) Soit p* la representation contragrediente de p sur l'espace dual 
V* de V. Si p et p* sont conjuguees par un operateur unitaire de 

V dans V*, alors A P {G) et A P (G) sont des algebres involutives. 

Exemple 1.4. Soit G = 7h et soit p : Z — > C un caractere de Z. Soit 5 P 
le cercle dans C de rayon |p(l)|. Alors A P (G) est l'algebre des fonctions 
continues sur S p . 

La proposition suivante montre que les algebres tordues peuvent etre 
"petites", c'est-a-dire contenues dans des algebres L 1 . 

Proposition 1.5. Soit T est un groupe discret et p une representation 
de T sur un espace vectoriel de dimension finie V muni d'une norme 
hermitienne et telle que \\ p ^\\ E ~ converge. Alors, pour toute T- 

C*-algebre A, 

A x£ (r) c l\T,A) c C* r {T,A). 

Demonstration. Soit A une r-C*-algebre. Supposons d'abord par sim- 
plicite que A est unifere et notons 1a son unite. Soit Ar,A la representa- 
tion reguliere gauche de C*(T, A) dans Z 2 (T, A). On note 5 l'element de 
/ 2 (r, A) qui envoie l'identite e de T vers 1a et qui est nulle sur 7^ e. 
Soit / G C C (T, A) que Ton note sous la forme /(7)e 7 . On a alors que 

7 

\\XrAf) s \\p(r,A) < II ^2fh)e4cf(r,A), 
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par defintion de C*(T,A). Or, 

II E /(7Klhr,A) = II E 7- 1 (/(7)7(7)) III 

7 7 

= ||Ar,A(/)5|hr,A), 

done, l'application 

(f>:C c (r,A)^C c (r,A) 

E/^K-E^om 

7 7 

se prolonge en une application continue injective de C*(T,A) dans 
l 2 (T,A) de norme inferieure ou egale a 1. 
De plus, 



E T* (/(7) V(7)) 111 > ^p H7- 1 (/(7) 7(7)) 



2 

7er 



> sup 11/(7)7(7)111 

> SUp ||/(7) || A, 

done ||/||joc(r,A) < ||/||« 2 (r,A), ou l°°(T,A) est le complete de C C (T, A) 
pour la norme 

11/11= sup ||/( 7 )|U, 

pour / G C c (r, A). Done, se prolonge en une application injective de 
C*(T,A) dans l°°(T,A) qui est de norme inferieure ou egale a 1. 
Soit l°°' p (T, A) le complete de C C (T, A) pour la norme 

11/11 =SU P ||/( 7 )|U||p( 7 )||End W . 

7er 

Comme A x£ T et /°°' p (r,yl.) s'envoient de fagon isometrique dans 
C*(T, A) <g> End(V) et dans l°°(T, A) <g> End(F) respectivement, on a 
que pour toute / G C c (r, A) 



\i°°>p(r,A) < ll/IUxi^r- 
Soit C une constante positive telle que ^ j^j^ < C. On a alors, pour 

tout / G c c (r, A), 

|p(r,A) = Ell/WIUII^)ll^ 



7 

< 



l|p(7)ll 

(sup||/(7)||a||p(7)II)E^ 



— \\ph)\\ 



< C\\f\\i°°, P (r,A) 
<C\\f\\ A<r , 
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done, il existe une application continue de norme inferieure ou egale a 
1 de A x£ T dans / 1 (r, A) qui prolonge l'indentite sur C C (T, A). 

Supposons maintenant que A n'est pas unifere. Soit (ui)i & i une unite 
approchee de A. Pour tout % G /, soit 5i la fonction sur T qui envoie 
l'identite de T sur Ui et telle que, pour tout element 7 de Y different de 
l'identite, ^(7) est nul. Dans ce cas, pour tout / G C C (T,A), 

lim||A r ,A(/)^|U = ll/ll« 2 (r,A), 

et comme ||<y*2 (r . A) < 1, car \\ui\\ A < 1, 

||/||p(r,A) < ||/||c r *(r,A), 

ce qui implique que C*(T,A) C l 2 (T,A). On alors que C* r (Y,A) C 
l°°(T, A) et la meme demonstration que dans le cas unifere montre que 

s'il existe une constante C > telle que ^ p^Jjj < ^> a l° rs 

7 

A<rc i\r,A). 

□ 

1.2. Fonctorialite. Le lemme suivant dit que la construction des pro- 
ducts croises tordus est fonctorielle. Nous donnons d'abord la definition 
suivante 

Definition 1.6. Soient B et C deux G-C*-algebres p une representa- 
tion de dimension finie de G et 9 : B — > C un morphisme G-equivariant 
de C*-algebres. On note 9 l'application lineaire continue de C C (G, B) 
dans C C (G, C) telle que pour tout / G C C (G, B), 

9(f)(g) = 9(f(g)). 

Lemme 1.7. L'application 9 se prolonge en un morphisme d'algebres 
de Banach9v\ p G : B^G -^Cx p G (resp. 6>x£G : B<G -> C^G). 

Demonstration. En effet, 



||(^x' , G)(/)||c,p G = || / 9(f(g))e g ® p(g)dg\\c* {G ,c)m^(y) 

JG 



< \\(C*(G,9)®U V ) J f(g)e 9 ®p(g)dg\\ G*(G,G)®End(V) 

< \\C*(G,9)®ld V \\ 

ou C*(G,0) : C*(G,B) -> C*(G,C) est le morphisme induit par 0. 
Autrement dit, on a un diagramme commutatif 

C C (G, S) B y\ p G C*(G, B) <g> End(F) 

6 G*(G,0)<g>Id v 

C C (G, C) C x" G C*(G, C) <g> End(F). 

II en est de meme dans le cas du produit croise tordu reduit. □ 
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2. MORPHISME DE BAUM-CONNES TORDU 

Notre but est de calculer la -fT-theorie des produits croises tordus. 
Soit EG l'espace classifiant pour les actions propres de G. Pour toute 
G-C*-algebre A, on note K top (G, A) la .fT-homologie G-equivariante de 
EG a valeurs dans A introduite dans |BCH94| . Dans cette section, pour 
toute representation p de dimension finie de G, nous allons construire 
deux morphismes de groupes : 

fif : K top (G, A) -> K(A x" G) et fxf >r : K top (G, A) -> K(A x£ G). 

2.1. Fleche de descente tordue. Soient G un groupe localement 
compact et (p, V) une representation de dimension finie de G. Soient 
A et B deux G-C*-algebres. Dans |Kas881 Theorem 3.11], Kasparov a 
defini deux morphismes de descente, j G et j G , qui vont de KK G (A, B) 
dans KK(C*(G,A),C*(G,B)) et dans KK(C*(G, A), C*(G, B)), res- 
pectivement, et qui permettent de definir le morphisme de Baum- 
Connes en utilisant la i^K-theorie de Kasparov. Nous allons ici definir 
deux morphismes de descente tordus 

j p : KK G (A, B) -»■ KK han {A x p G, Bx p G), 
j„, r : KK G (A, B) -> KK b ™(A ^ r G, Bx$G), 

analogues a j G et . On remarque cependant que, comme A x p G et 
B x p G sont des algebres de Banach, ces morphismes ont necessaire- 
ment une image dans la KiiT-theorie banachique de Lafforgue, notee 
KK han , et non pas dans la Ki^-theorie de Kasparov. La construction 
des morphismes tordus est analogue a la construction de la descente 
banachique dans le cas des completions inconditionnelles |Laf02bl Sec- 
tion 1.5]. 

Notations. Introduisons d'abord quelques notations. Si A est une C*- 
algebre, on note A son algebre unitarisee. 

On appelle longueur sur G toute fonction £ : G — > [0, +oo[ continue 
et telle que l{g\g-i) < £(gi) + £(92), pour tout gi,g2 G G. 

Soient A et B deux G-C* algebres et soit E un G-(A, S)-bimodule de 
Kasparov (c'est-a-dire que E est un G-5-module hilbertien et A agit 
sur E par un morphisme G-equivariant de A dans C(E) cf. [Kas88j). 
On note <.,.>: E x E — > B \& forme sesquilineaire qui fait de E un 
-B-module hilbertien. La norme sur E definie par 

1 

\\x\\ E = \\(x,x)\\l, 

fait de E un espace de Banach sur lequel G agit de fagon continue. De 
plus, on a que < ||^IUII^||s et H^xHb < \\x\\e pour tout g G G, 

b G B et x G E, done E est un G-5-module de Banach a droite (cf. 
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|Laf02bl Section 1.1]). 

On considere le G-i?-module de Banach a gauche non-degenere deter- 
mine par E, que l'on note E, tel qu'il existe une isometrie C-antilineaire 
* : E — > E verifiant b*x* = (xb)* pour x G E et b G B. On definit alors 
un crochet (.,.): E x. E —> B, que Ton note (., .) par abus de notation, 
par la formule (x*,y) = (x,y) pour x,y G E. 

D'apres |LafQ2bi propostion 1.14], (E,E) est alors une G-5-paire 
et Taction G-equivariante de A sur E fait de (E, E) un G-(A, B)- 
bimodule de Banach. Si T G C B (E) l'application T* = (*)r*(*) _1 
definit un element de Cg(E). 

Pour toute longueur I sur le groupe G, on note i l'application : 
l: KK G (A,B) ^ KK%£(A,B), 
definie dans |Laf02bl Section 1.6] et determinee par l'application : 

E G (A,B)^E h G J(A,B) 

{E,T)»((E,E),(T,T)), 

ou on note E G (A, B) l'ensemble des cycles G-equivariants sur le couple 
(A, B) (cf. |Kas88j . voir aussi |Ska911 Defintion 9.4]) et E G y(A,B) 
est l'ensemble des classes d'isomorphisme de cycles banachiques 
(G,£)-equivariants sur (A, B) (cf. |Lafn2hl Definition 1.2.2]). 

Si B est une algebre de Banach, E est un 5-module de Banach a 
droite et F est un i?-module de Banach a gauche, on note E & B F 
le produit tensoriel projectif de E et F au-dessus de B, c'est-a-dire 
le complete-separe du produit tensoriel algebrique E F pour 
la plus grande semi-norme |.| telle que \\x ® by — xb ® y\\ = et 
||^ ® y\\ < \\x\\ \\y\\ pour x G E, y G F et b G B. 

Si E et F sont deux 5-paires, on note Cb(E,F) l'espace des mor- 
phismes de 5-paires. Pour £ G E < et y G F > , on rappelle que l'on note 
\y)(£\ G Cb(E,F) le morphisme de S-paires defini par 

\y)(Z\>:E> ^F> ^ |y><£|< : F< - E< 

x >->y(€,x), r\ (r],y)€. 

Un morphisme de 5-paires de E dans F est compact s'il est limite 
dans Cb(E,F) de combinaisons lineaires de morphismes de la forme 
\y)(x\ (cf. |Laf02bl Definition 1.1.3]). On note JCb(E,F) l'espace des 
morphismes compacts de E dans F. 

On considere l'espace vectoriel C C (G,E) (resp. C C (G,E)) des 
fonctions continues a support compact sur G a valeurs dans E (resp. a 
valeurs dans E) et on note x G C C (G, E) sous la forme x = J G x(g)e g dg 
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(resp. £ G C C (G,E) sous la forme £ = f G e g £(g)dg). 

Soient C* (G,E) et C*(G,E) les completes de G C (G, £7) definis 
comme dans |Kas88l Definition 3.8]. On considere alors le module hil- 
bertien G*(G, E)®Emd(V) defini sur le produit tensoriel de G*-algebres 
C*(G, £?)<8>End(V) et construit par produit tensoriel externe. De meme, 
soit C*(G, E) ® End(^) le (C*(G, B) <g> End(V)) -module hilbertien. 

Definition 2.1. On note E*\ P G (resp. Ey\ p G) l'adherence de l'image 
de C C (G, E) dans C*(G, E) ® End(V) (resp. G r *(G, E) <g> End(V)) par 
l'application 

G C (G, E) -> G C (G, £7) ® End(V) 



x(g)e g dg h-> / a;(^)e s ® p(#)c^. 

G V G 

De meme, on note E x p G (resp. £7 x£ G) l'adherence de l'image de 
C C (G,E) dans C*(G, E)®End(V) (resp. G r *(G, E) ® End(F)) par l'ap- 
plication 

C C (G,E) -> C C (G,S) ® End(V) 



e g ^(g)dg^ / e g i(g)®> p(g)dg. 

JG 



Nous allons maintenant definir une structure de £> x p G-paire (resp. 
£?x£G-paire) sur le couple (I^G^^G) (resp. (£x£G, £x£G)) que 
l'on note E xi p G (resp. E y\ p G) par abus de notation. On donne alors 
la definition suivante, qui est completement analogue a la definition 
|Laf02bl Definition 1 .5.3] 

Definition 2.2. Soient x = f G x(g)e g dg dans C C (G,E), £ = 
f G e g £(g)dg dans C C (G,E) et b = J G b(g)e g dg dans C C (G,B). 
On pose 

x.6 = / / 2?(t)t(6(t -1 g))dte g dg , 
Jg Jg 

&•£ = / e 9 / g-\b(tMt- 1 g)dtdg, 

JG JG 

(£,x)= [ [ t{{£{t),x{r l g)))dte g dg. 

JG JG 

Ceci definit une structure de £> x p G-paire (resp. £> x£ G-paire) sur 
(£j x p G, i? x p G) (resp. (E x£ G, £" x£ G)). 

Maintenant, comme on a suppose de plus que E est muni d'une 
structure de A-iJ-bimodule hilbertien, pour A une G-G*-algebre, on va 
montrer la proposition suivante 

Proposition 2.3. La paire Ey\ p G (resp. Exi p G) est un (A>i p G, B x p 
G)-bimodule (resp. (A x(?G, B x\ p G) -bimodule) de Banach. 
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Demonstration. Soit a = f G a(g)e g dg G C C (G, A). L'algebre C C (G, A) 
agit sur G C (G, E) de la fagon suivante 

a.x = a(t)t(x(t~ 1 g))dte g dg , 

Jg Jg 

£.a= / e g [ {t- 1 g)-\i{t)a{t- 1 g))dtdg. 
Jg Jg 

On doit montrer que, avec ces formules, E x p G est un A x p G-module 
de Banach a gauche, E y\ p G mi A y\ p G-module de Banach a droite, 
que ces structures commutent avec les structures de B » p G-modules 
qui decoulent de la definition precedente et que, pour tout element a 
de A x"G 3 

(fa, a:) = (£ } ax), 

pour tout £ G E xi p G et pour tout x G E xi p G. Mais ceci decoule 



immediatement du fait que ( -==r „ ^ „ „ est un sous-espace 

H \E Vi p G B v\ p G ) 

de 

G*(G,A) C*(G,E) \ ^ 
et que l'inclusion est une isometrie. 

Le meme raisonnement montre l'enonce pour les produits croises re- 
duits. 

□ 

Considerons maintenant un element de Eq(A,B) que Ton note 
(E, T). Soit 

T xi p G : E xi p G -> E x p G, 

(resp. T xi p G : ExfG^ ]? G) le morphisme de £? x p G-paires 
(resp. B x£ G-paires) defini sur x G G C (G, E) et sur f G G C (G, i?) de la 
fagon suivante 

(Tx i p G)>x(g) = T>(x(g)) 1 

(T/G)%) = r<(e, 

(resp. T y\ p G). Alors, 

||Tx'G|| £(B)< , G) < \\T\\ C{E) , 

(de meme pour le produit croise reduit). Ces operateurs sont analogues 
aux operateurs A(G,T) et T definis dans [Laf02b, Definition 1.5.3] et 
|Kas88l Theorem 3.11] respectivement. 

Lemme 2.4. L 'element (E xi p G,T xi p G) (resp. (E x£G, T x£G)J ainsi 
defini appartient a E han {A ^G,B^G) (resp. E han {A x£G, B x£G)J. 

Demonstration. On va montrer le lemme dans le cas du produit croise 
maximal, le cas reduit etant completement analogue. 
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On doit montrer que, pour tout element a E C C (G, A) et pour tout 
g E G, les operateurs 

[a,Tx p G], a(l - (T x p G) 2 ) et a(g(T x p G) - T x p G), 

sont des operateurs compacts de E x p G. 

On remarque d'abord que l'operateur \y)(r)\ G JCb>hpg(E x p G), pour 
77 G C C (G,E) et y E C C {G,E), agit sur x G C C {G,E) et f G C C (G,E) 
par les formules 

ou K 9 = J G |y(s))(^(r/(s _1 5r))|(is, pour tout g G C, appartient a K,b{E). 

Definition 2.5. On note E la S-paire (-E 1 , i?) par abus de notation. 
Etant donne un element S = (S g ) g( zG appartenant a C c (G,ICb(E)), on 
definit un operateur S dans Cbxpg(E ><p G) de la maniere suivante 

S>(x)(g) = [ Sfisixis-'g^ds, 
Jg 

pour x G C C (G,E) et £ G C C (G,£). 
Proposition 2.6. Z 'application 

i> : C c {G,Kb{E)) - C B » PG (E x p G) 

induit un morphisme d'algebres de Banach de IC(E) x p G dans 
£-Byipg{E yiP G), que Von note ip par abus de notation et dont I'image 
est contenue dans JC(E x p G). 

Avant de demontrer cette proposition, demontrons d'abord le lemme 
suivant 

Lemme 2.7. Pour tout a G C C (G, A) et pour tout g EG, les operateurs 
[a, T x p G], a(l - (T x p Gf) et a{g{T x p G) - T x p G) appartiennent 
a I'image de ip. Plus precisement, pour a E C C (G, A) et g E G, posons 

S i: = (t»a(t)(t(T)-T) + [a(t),T\), 
S 2 := a(t)t(l-T 2 )), 
et S 3 :=(t^a(t)t((gT)-T)), 
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de sorte que Si G C C (G, JC(E)) pour i = 1, .., 3. Alors, 

[a,Tx p G} = 3 U 

a(l - (T x' G) 2 ) = S 2 , 

a(g{T y\ p G) -T x p G) = S 3 , 

oil, pour i = 1, .., 3, Si est V element de Cb*pg(E x p G) donne a partir 
de Si par la definition ^. 5[ 

Demonstration. Soit a G C C (G, A). Pour x = f G x(g)e g dg G C C (G,E), 

[a,T xi p G] > {x) = I ( I a(t)t(T > (x(r 1 £/)))rft)e ;7 ^ 
Jg Jg 



-(TxPG)>(g» / a{t)t{x{r l g))dt), 
Jg 

done, pour tout g G G, 

[a,T X p G] > (x)(g) = f a(t)t(T > (x(r 1 ^))) - T^a^t^r 1 ^))*, 

{a(t)(t(T) - T)> + [a(t),T]>)(t(x(t-^)))dt. 



G 



De meme, pour £ = f G e g £(g)dg G C C (G,E), on a : 
[a,T x" G]<(0 = ((T x" G)<(0)a - ((T x' G)<(£a)), 



e, / (t- 1 ( 7 )- 1 (T<(e(t))a(r 1 ^))^ 

G 

-{Tn p G)<{f e g [ (r'gr^atHt^g^dtdg), 
Jg Jg 



done, pour tout g G G, 

[a,Tx"G]<(0(4)= / (r 1 5 )- 1 (r<(e(t))a(r 1 y))di 

- / r<((r 1 ^)- 1 (e(t)a(r 1 5 )))^ 

Jg 

= I (t-'gy'^mHt-'g)-^^)^-^)), 

J G 

-(r 1 ff )T<(^(i)a(r 1 5 )) + r<(£(f)a(t- l (/)))dt 

= I (t-ig)-i([a(t-ig),T]<m, 

J G 

+ (a(t- 1 g)((r 1 g)T-T)) < at))dt. 

Done, si pour tout t G G on pose 

^(t) :=a(*)(*(r)-T) + [a(*),T], 
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de sorte que Si definisse un element de C C (G,JC(E)), alors 
[a,T^G] = Sl 

Calculons maintenant a(l - T x p G 2 )>. Soit x G C C (G, E), on a : 
(a(l - T x" G 2 )) > (x) = ax - a(T x" G 2 '>)x, 
done, pour tout g G G, 
(o(l-T^G 2 )) > (x)(y), 

= / a(t)t(a:(t" 1 ^))dt - / a{t)t(T 2> x(r l g))dt, 
Jg Jg 

= [ a(t)t({l-T 2 >>)x{r l g))dt, 
Jg 

= / a(t)t(l — T 2 ' > )tx(t~ 1 g)dt. 
Jg 

De meme, pour £ G C C (G, E), 

(a(l — T x p G 2 ))<(£) = £a - (T x" G 2 '<)(£a), 
d'ou, pour tout g G G, on a : 
(a(l - T x" G 2 ))<(0(<?) = frfo) - T^afo)), 

= / (*- 1 </)- 1 ($(t)a(r 1 ( 7 ))-T 2 '<((r 1 (/)- 1 e(Oa(r 1 (/))(ft, 

= / (r 1 i 7 )- 1 ((r 1 «/)(i-T 2 '<)(e(t)a(r 1 i7)))dt, 
= / (r 1 ^)- 1 (a(r^)(r^)(i-r 2 )<(£(t)))^. 

Si, pour tout t G G, on pose 

S 2 (t):=a(t)t(l-T 2 ), 
alors S 2 G C C (G, IC(E)) et a(l — T x p G 2 ) = 5 2 . 

Prenons maintenant 5fGG.De la meme fagon, on peut calculer 
a(g(T x^ G) - T x<> G). Par exemple, pour x G G C (G, £), 

a(#(T x^G)-T x"G)>:r(s), 



/ a(*)t(^(T > )(x(r 1 s))) - o(*)*T > (*(a;(r 1 s)))dt, 

/ a(t)t((^T>)-T>)(t(x(t- 1 S )))^, 
Jg 



et si on pose 

S 3 (t):=a(t)t((gT)-T), 
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alors S 3 G C C {G, K{E)) et a(g{T x"G)-T ^ G) = S 3 . □ 

Nous allons maintenant montrer la proposition 12.61 qui, grace au 
lemme 12.71 implique le lemme I2.4L La demonstration repose sur le 
lemme suivant analogue au lemme 1.5.6 de [Laf02b 



Lemme 2.8. Soit S = (S g ) ge a G C c (G,tC(E)), oil E est vu comme 

B-paire. Soit S G £b»>pg{E >o p G) Voperateur defini comme dans la 
definition \2.5[ Alors, 



(2- 1 ) \\S\\c B » PG (ExPG) < / \\S g \\/C(E)\\p(9)\\End(V)dg, 



G 



et S est un operateur compact. Plus precisement, pour tout e > 0, il 
existe unn 6 N, etpouri = 1, ...,n il existe des elements yi G C C (G, E), 
£i G C C (G, E) tels que, si on pose pour tout g G G, 

„ n 

k 9 = / J^^^m-'gwt, 

alors : 

K = (K g ) ge G G C C (G,)C(E)), 

- si on considere yi et & comme des elements de E x p G et E x p G 

^ n 

respectivement, on a K = \Vi) (61 > 

- et 

( 2 - 2 ) / \\S g - K g \\ic(E)\\p(g)\\End(v)dg < e. 

JG 

Demonstration. Montrons d'abord que l'inegalite ( 12.11) est vraie. Pour 

(fC( E) E \ 
■jjj „ J . Le produit croise tordu par 

p de G avec cette algebre verifie l'egalite 

}C(E) E\ ^ //C(£)x p G E^G 
1 x p G — 1 



E B J \ E^G B-xPG 

Ceci implique que JC(E) y\ p G est une sous-algebre de C(E x p G). Plus 
precisement, d'apres |Kas88l Theorem 3.7] on a que le produit tensoriel 
de C*-algebres C*(G,JC(E)) (g>End(V) est une sous-algebre du produit 
tensoriel K,(C*(G, E)) <g> End(V), et done elle agit sur le module hil- 
bertien C*{G,E) ® End(V). D'autre part, par definition K(E) x p G 
est une sous-algebre fermee de C*(G,JC(E)) ® End(V) (pour la norme 
de produit tensoriel de C*-algebres || ■||c**(G,AC( J E))®End(v)) et E xi p G est 
un sous-module ferme de C*(G,E) <g> End(V^) par construction. Ceci 
implique que K.(E) x p G agit aussi sur E x p G et e'est done une sous- 
algebre fermee de C(E x p G), d'ou l'egalite 

\\S\\ C(ExiPG) — \\s\\ 
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De plus, 



\\S\\ 



< 



< 



S g e g <g> p{g)dg\\c*{G,K(E))mn&(v)i 

\ Sg e 9 ® P(9)dg\\L^(GME)^End(V)), 

Jg 

Sg® P(g)\\)C(E)®End(V)dg. 



Done, 



\\S\\k(E)»pG < I \\S g \\)C(E)\\p(g)\\End(V)dg, 

d'ou l'inegalite (HTTP . 



G 



Montrons maintenant que S est compact. En utilisant des partitions 
de l'unite, on voit facilement qu'il suffit de montrer le resultat pour les 
elements S dans C C (G, JC(E)) de la forme S g = f(g)\y)(£\, pour jgG, 
avec / G C C (G), y G E et £ G E. 

Soit / une fonction a support compact sur G. Soit e > 0. II existe une 
fonction positive x C C (G) a support compact contenu dans un voisi- 
nage de l'identite 1 de G. telle que f G X = 1 3 et telle que les conditions 
suivantes soient verifieesu 



\f(g)-x*f(g)\ 



G 



End(v)dg\\y\\ E U\\E < g et 



( / ixW/r^iiie-teM 

G ./G 



End(V)^||2/|U < 2' 



Prenons n = 1 et pour tout g G G, posons 

yi(g) = x(g)y et = /(^(O, 

de sorte que = J G \x(t)y) (f (t^ g)t(£)\dt definisse un operateur K 
de K(E x p G). On a alors, 



\S n -K 



g\\fC{E) 



f(g)\v)(S\- / x(*)/(r^)|y>(^|dt 



G 



< 



/fo)|v><£|- / x(*)/(* _1 i7)|y>(e|* 



G 



JC(E) 



+ 



G 



x(*)/(*"^)|y>(e|*- / x(*)/(*" l ff)|y>(*e|* 



G 



K(E) 



< 



(f(g)-x*f(g))\y){t\ 



+ 

K{E) J G 



\x(t)f(t- 1 g)y)(C-tC\ 



dt, 

K(E) 



< f(g)-x*f(g) y L. U h+ / x(t)f(r l g) 



G 



\y\ 



E 



k-tz\Ldt. 



^Pour que ces conditions soient verifiees il suffit que le support de \ s °it assez 
proche de 1, 
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On a alors les inegalites suivantes 

\\S - K\\£(expg) < / \\S g - K g \\ K ^ E )\\p(g)\\ FlIlA ( V) dg, 
Jg 

< I (\f(g)-x*f(g)\\\y\\ E Uh 

J G 

+ J |X(*)/(*"^)| Wvh ||? - ^|| ¥ ^) IIP^)llEnd(y)^ 

< e. 

D'ou 1'inegaliteEl 

□ 

En appliquant le lemme l2T8l a Si, S2 et S3 on termine la demonstra- 
tion du fait que (ExPG,T*PG) appartient a E han {A*p G t B^G). □ 

Definition 2.9. Pour toutes G-G*-algebres A et B et pour toute 
representation de dimension finie p de G, on definit un morphisme 
de groupes de KK G (A, B) dans KK han (A G, B y\? G) (resp. dans 
KK han (A x£ G,B x£ G)) que Ton note j p (resp. j P)T ) par la formule 
suivante : pour [E, T] G KK G (A, B), on pose 

3p ([E,T]):=[E^G,T^G] et j p , r ([£, T]) := [E x£ G, T x£ G}. 

On appelle ces morphismes morphisme de descente tordu et morphisme 
de descente tordu reduit, respectivement. 

2.2. Fonctorialite. La proposition suivante dit que les morphismes de 
descente tordus sont fonctoriels. 

Proposition 2.10. Les applications 

j p : KK G (A, B) -> KK han {A x p G, Bx p G), 

j„, r : KK G (A, B) - KK ban (A x£ G, B<G), 

definies dans la definition \2.9i sont des morphismes fonctoriels en A 
et en B. De plus, Us sont tels que si A = B alors J p (l^) = Iax^g e t 

3p,r{lA) = 1axi£G- 

Demonstration. On voit facilement que 3 p (1a) = ^-Aapg- Montrons 
maintenant que j p est fonctoriel. La demonstration pour j rjP est com- 
pletement analogue. 

Soit 9i un morphisme de G-G*-algebres de A 1 dans A. Notons Q\ x p G le 
morphisme d'algebres de Banach de Ai x p G dans A x p G qu'il definit. 
II est facile de voir que pour tout a G KK G (A, B) on a 

3p (9l(a)) = (9 1 x p G)*(j p (a)), 

ce qui donne la fonctorialite en A. 

Soit maintenant 6 : .B — > G un morphisme de G-G*-algebres. On va 
montrer que pour tout a G KKq(A,B), 

j p {O m (a)) = {0 x' G)*U P {<*)), 
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dans KK h ™(A x p G, C x p G). 

Soit (E,T) un representant de a dans E G (A,B). Par definition (cf. 
|Laf02bl Section 1.1]), 

(9 x' GUj p (E))> = E^G ®*~ C^G, 
(9 x> GUj p (E))< = 1 ~E x" G, 

ou ® n est le produit tensoriel projectif, et, 

j p (e,(E))> = {E® B C) ^G, 



j p {9*{E))< = {E® B C) x'G, 

ou ® est le produit tensoriel interne de modules hilbertiens. 
On note 

(0 x p GUj p (E)) := (9 x" GUj p {E))> et j p (0*{E)) := j p (9*(E))>, 

(0 x p G)>{j p (E)) := (9 G)*( 3p (E))< et j p (9>(E)) := j p (9*(E))<, 

pour simplifier les notations. 

D'apres [K as88l Lemma 3.10], l'application 

r : C C (G, E) <g> C C (G, C) -> C C (G, £ ® C) 

x g) c t— > ((7 1— > / x(s) ® sc(s~ 1 g)ds^j , 
Jg 

definit un isomorphisme de C*(C, G)-modules hilbertiens 

C*(G, E) ® c *(g,b) C*(G, C) - C*(G, E® B C). 
On a alors, 

\\r{x ® c)\\( mB QxPG = \\r[x <g> c)|| c *( Gii ^ s c)®End(V) 

< lF||c*(G,B)®End(V) ||c||c*(G,C)®End(V) 

ce qui implique que ||r(x g> c)|| ( £ 0sC)> «p G < ||x ® c|| fB)J/ , G c^gy 

L'application r definit alors un morphisme de C x p G-modules de Ba- 
nach a droite de norme inferieure ou egale a 1 : 

r : (E x' G) ®^ (cFxPG) -> (E ® B C) x» G, 

que Ton note encore r par abus de notation. On note f l'analogue de 
r pour E. 

On va alors construire l'homotopie cherchee a l'aide de cones de la 

maniere suivante (cf. |Par06l Section 1.9]). 

Soit 

E x£ G = {(h,x) E jME))[0, 1] x (9 x' G)*(j p (E))\h(0) = r(x)}, 

muni de la norme \\(h, x)\\ = max ( sup ||/i(£)||, ||x||), le cone associe a 

te[o,i] 

r. 
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De meme, on definit 

E x£ G = {(h,x) G j P (9*(E))[0, 1] x (9 x> G)*(j p (E))\h(0) = r(x)}, 

qui est le cone associe a r. 
Alors le couple 

(£x£G,£x£G), 

definit un [A x p G, (G x p G)[0, l])-bimodule de Banach que Ton note 
E Xg G par abus de notation. 

D'autre part, on definit un operateur T x^ G G x^ G) de la 
fagon suivante 

(T x£ G)>(/i, e ® c) = (t h-> (0»(T) x" G)>/i(t), (0 x' G)*(T x' G) > (x)) 
= ((<?, t) ~ 9*(T)>(h(t)(g)), (g » T>(e(g))) ® c) , 
pour (h,e ® c) E E x^ G, et on definit (T x^ G) < de fagon analogue. 

Remarque 2.11. L'operateur (Tx^G) ainsi defini est le "cone" du couple 
d'operateurs ((9 x p G)*(T x p G), 9 m (T) x p G), note 

Z^/G),(T/G)i,(T) x^g) 

et defini dans jPar06i Definition 1.9.14]. 

Lemme 2.12. L'element (E x£ G, T x£ G) appartient a E han (A x p 
G, (G x p G)[0, 1]). plus, il realise une homotopie entre j p (9*(a)) et 
(9x p GU Jp (a)). 

Demonstration. On doit montrer que pour tout a G A x p G et pour 
tout g G G, les operateurs suivants 

[a,(TxgG% a(l-(Tx£G) 2 ) et a(g(T x£ G) - T x£ G) 

sont des operateurs compacts de i? x^ G. 

Soient a G A x" G et G G. Pour 5 = (5 t ) teG G G C (G, £(£)), 
on note ^(S) := (6'*(S') t ) tg G l'element de C C (G,K,(6*(E)) tel que 
9*{S) t = 9*(S t ). 

On rappelle que, etant donne S 1 = (S t )t G C C (G,JC(E)), on note S 
l'element de £bx>pg(E x p G) associe a 5 et donne par la definition 12.51 

On considere l'application suivante 
i}) : G C (G,/C(£)) -> £(£ x£G) 

5 >-> ((/i, x) ^ (t h-> 9jS){h{t)), (9 x p G)*(£)x)Y 
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Lemme 2.13. L 'application tp induit un morphisme d'algebre de Ba- 
nach de tC(E) x p G dans C(E x^ G), que Von note ip par abus de 
notation et dont Vimage est contenue dans IC(E Xg G). 

Avant de demontrer le lemme , remarquons que le lemme suivant 
implique le lemme [2.121 

Lemme 2.14. Les operateurs 

[a,(Tx£G)], a(l - (T x^ G) 2 ) et a(g(T x£ G) - T x£ G) 

appartiennent a Vimage de ip. 



Demonstration du lemme \2.14\ Soient Si , £2 et S3 les elements de 
C C (G,K,(E)) donnes par le lemme [2771 tels que : 

<?i = [a,T>i p G] , S 2 = a{l-{Tx p G) 2 ) et S 3 = a(g{T^ p G)~T^ p G). 
II est facile de verifier les egalites suivantes 
^) = K(T^G)], 
tfj(S 2 ) = a(l-(Ty i p G) 2 ) 
et ij(S 3 ) = a(g(Tx p G)-Tx p G). 

En effet, on a par exemple, pour x G G C (G, E) et £ G G C (G, E), 



[a,9*(T)x p G] > x(t) = / (9,(S 1>s ) > )(s(x( S - 1 )))ds, 

J G 

[aMT) * p G]<at) = [ (s-Hy^e^-^m^ds, 

Jg 

pour tout t G G, done, 

[a,0,(T) x^G] =&JJh). 

De meme, 

[a, (0 x' GUT x' G)] = (9 x^ G)*(Si). 



Et done, [a, (T x£ G)\, a(l - (T x£ G) 2 ) et a(#(T x^ G) - T x£ G) 
appartiennent a l'image de ip. □ 

Le lemme 12.21 implique alors que les operateurs 

[a,(Tx p G)}, a(l-(Tx£G) 2 ) et a(g(T x£ G) - T x£ G) 

appartiennent a K.(E Xg G). Ceci implique que (E x^ G, T x^ G) ap- 
partient a E han (A x^ G, (G x p G)[0,1]). II est clair qu'il realise une 
homotopie entre j p (9*(a)) et (9 x p G)*(j p (a)) ce qui termine la de- 
monstration du lemme l2.121 

□ 
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Demonstration du lemme UTR Pour tout S = (S t )t G C C (G,K.(E)), on 



a 



|jC(ExgG) — maX ^|| 0* (5) ||£(9*(B)xPG)) || (^ X|P G')*(S') (^((e^PGj^jB^PG))^. 

De plus, on a les estimations suivantes 

\\(9 x p G)*(S)\\c i{ey ,P GUE >4P G)) = \\S ®l\\ c(E ^ PG ^^^Gy 

\K(E)xpG, 



BxPG 

< \\s\ 



et 



\\d*(S)\\c(e t (E)»PG) = \\9*(S)\\)c(e,{E))><iPG, 
Ceci implique que 



< |p||x;(B)x/'G- 



\\*P(S)\\ Z(E<G) < \\S\\ic(E)»p 



G, 



et done que l'application ip induit bien un morphisme d'algebre de 
Banach de K(E) x p G dans C(E>4qG), que Ton note encore ip par abus 
de notation. Montrons maintenant que l'image de if) est contenue dans 
K(E x£ G). 

Soient S G C C (G, K{E)) et e > 0. D'apres le lemmeEU il existe n G N 
et pour i = l,...,n, il existe G C C (G,E), ^ G C C (G,E) tels que 
l'element .K" = (K g ) g€ G G C C (G,JC(E)) defini par la formule 

„ n 

j* 3 i=i 

verifie l'inegalite 

/ \\S g - Kg\\ K{E) \\p(g)\\ Eirid{ y ) dg < e. 

J G 

L'image par ip de K est un operateur compact de E Xg G. En effet, 

n 

pour tout seG, 0*(K S ) = J G ^2 \yi(t) <8> ® £i(i -1 s)|<2t 3 et done, 

pour tout x G C C (G, 0*{E)>), 

W'Wfo) = / O^K^sixis-'g^ds, 
Jg 

= 11 V|y i (t)®l)(s(l®6(^ 1 s))| > s(x(s- 1 ( ? ))dtds, 
</g Jg i=1 

n 
8=1 
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De fagon analogue, pour £ G C C (G, 9 i „(E) < ), on trouve 

Jg 

n 

1=1 

d'ou, 

n 

i=l 

De plus, 

(0 x p G%(K) = (1® 1), 

n 

1=1 

et done pour x) G J5 xg G, 

^(K) > (/i,x) = 

n n 
i=l »=1 

= X) I (9 >-> y^G?) ® i),yi ® ^ (<7 ^ 1 ® 6(5)), 1 ® 6) • 
1=1 

On en deduit que ^(K) G /C(£ xg G). 

Le fait que -0 soit un morphisme d'algebres de Banach, implique 
alors que ■0(5') est un operateur compact de E y\ p e G. En effet, on a les 
inegalites suivantes : 

\\i/j(S) - ip(K)\\ c{E K?G) < \\S - K\\ K(E)XPG , 

Sg - Kg\\lC(E)\\p(g)\\End(V) < C 

□ 

Ceci termine la demonstration de la proposition 12.101 et done de la 
fonctorialite des morphismes de descente tordus. □ 

2.3. Descente et action de KK haXi sur la i^-theorie. Soient A et 
B deux algebres de Banach. On rappelle que dans |Laf02bj , Lafforgue 
a construit un morphisme de groupes 

£ : KK han (A, B) -> Eom(K(A), K(B)), 

qui induit une action de la XK-theorie banachique sur la X-theorie. 
La proposition suivante montre que les morphismes de descente tordus 
sont compatibles avec S. 
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Proposition 2.15. Soient G un groupe localement compact, A, B, C 
des G-C*-algebres, a G KK G (A, B), j3 G KK G (B, C), et a ® B (5 leu r 
produit de Kasparov qui est un element de KKc(A, B) (cf. [Kas88jj. 
On a alors, 

dans Hom(K(A x p G),K(B x p G)). De meme dans le cas du produit 
croise reduit. 

Demonstration. La demonstration decoule de la fonctorialite de j p 
(resp. de j Pjr ) et du lemme suivant demontre dans |Laf02bl Proposi- 
tion 1.6.10] qui dit que tout element de KK-theovie de Kasparov est 
le produit de Kasparov d'un element qui provient d'un morphisme et 
d'un element qui est l'inverse d'un morphisme. 

Lemme 2.16. Soient G un groupe localement compact, A et B deux 
G-C* -algebres et a G KKq(A, B). II existe une G-C* -algebre A\, des 
morphisme G-equivariants 9 : Ai — > A, rj : A\ — > B , et un element 
a>i G KKg(A, Ai) tels que : 

(1) [9] ® A at = ld Al et a x ® A [9] = ld A , oil [9] G KK G {A U A) est 
induit par le morphisme 9 (c'est-d-dire que a\ est l'inverse en 
KK-theorie G-equivariante d'un morphisme), 

et 

(2) 9*(a) = [rf\, oil [rj\ G KKq(Ai, A) est I'element induit par le 
morphisme r]. 

La fonctorialite du morphisme de descente j p et de Taction de KK han 
sur la K-theorie donnee par £ impliquent la proposition (12.151) . La 
demonstration est la meme que celle de |Laf02bl Proposition 1.6.9] : on 
applique le lemme (12.161) a G, A, B et a. Comme j p et £ sont fonctoriels 
on a 

= E&(0*(a 1 ))), 

= Id^(Ax xpg), car 9*(a 1 ) = ld Al . 

De meme, 

j P (9)*oZ(j p ( ai )) =Z(j p {9)*{j p {a 1 )), 

= £Op(0,(c*i))), 

= Id^(AxPG) car 0*(ax) = ld A . 

Done, 

j p (9). : K(Ai x p G) -> K(A x p G) 
est inversible. De plus, 9*(a® B ff) = V*(P) dans KK G (A 1 , C) et done, 

® 0)) o j P {9)* = E(j P (/3)) o j p (rj%, 
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et ceci implique que 

E(j„(a ® /?)) = 04,(77), o ^(fl)- 1 . 

De la meme fagon, on montre, en prenant C = B et (3 = Id, que 

S(jp(«))=Jp(^)*o Jp (0); 1 
Ceci implique la proposition. 

La meme demonstration vaut pour la descente dans le cas du produit 
croise reduit. 

□ 

2.4. Construction du morphisme tordu. Soit G un groupe locale- 
ment compact et B une G-G*-algebre. On rappelle que Ton note EG 
le classifiant universel pour les actions propres de G et K top (G,B) la 
K-homologie G-equivariante de EG a valeurs dans B. On rappelle que 
K top (G, B) est donne par la formule suivante 

K top (G, B) = \im KK G (C (X), B), 

ou la limite inductive est prise parmi les parties fermees X de EG qui 
sont G-invariantes et G-compactes. 

Definition 2.17. Soit X une partie fermee G-compacte de EG. Soit 
c une fonction continue a support compact sur X et a valeurs dans IR + 
telle que j G c(g~ l x)dg = 1, pour tout x G X (une fonction avec ces 
proprietes existe d'apres |Tu99] et elle est appelee "fonction de cut-off" 
sur X). Soit p la fonction sur G x X definie par la formule 

p(g,x) = a/c(x)c(^- 1 x), 

pour (g, x) G G x X. 

La fonction p definit alors un projecteur de G C (G, C (X)), que Ton note 
p par abus de notation. L'element de K(C (X) x p G) qu'il definit est 
appele element de Mischenko tordu associe a X. On le note A p . 
Soit 

S : KK hlin {C {X) / GJ/G) -> Eom{K{C {X) x p G),K{B 

le morphisme provenant de Taction de KK han sur la i^-theorie defini 
dans |Laf02b| . On a alors une suite de morphismes 

KK G (C (X), B) h KK ban (C (X) y\ p G, B y\ p G) S( -^ p) K(B x p G). 

De meme que dans [Laf02b| section 1.7, en passant a la limite inductive 
on definit un morphisme 

fif : K top {G,B) -> K(B x^G), 

et on l'appelle morphisme de Baum-Connes tordu par la representation 
P- 
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Remarque 2.18. La fonctorialite des morphismes E et j p implique 
que le morphisme de Baum-Connes tordu par p est fonctoriel en B. 
En effet, soit 9 : B — > C un morphisme de G-C*-algebres. Soit 
a G KKg(C (X), B). On a les egalites suivantes, 

(9 x p GU^(a)) = (9 ^ G).(E(j,(a))(A„)), 

= £((0x'G),(j»))(A,) ; 

= Efe,(0.(a)))(A,), 

= ^(a)). 

Definition 2.19. Pour toute G-C*-algebre 5, soit \ P G B le morphisme 
d'algebres de Banach de B x p G dans 5 x£ G qui prolonge l'identite 
sur C C {G,B). Soit 

(A' GiB ),:if(B/G)^K(5<G) 

le morphisme induit par \ P G B en -fT-theorie. On definit un morphisme 
de Baum-Connes tordu reduit, 

V* r :K**{G,B)^K{B*>G) t 

en posant p B pr := (Ag, jB )» o ^. 

Remarque 2.20. II est facile de voir que, si X est une partie G-compacte 
de EG et si on note A p r l'element de K(Cq{X) x£ G) defini par la 
fonction p, alors le morphisme de Baum-Connes tordu reduit verifie 
l'egalite 

pour tout x G KK G (C (X),B). 

2.5. Compatibility avec la somme directe de representations. 

On va maintenant montrer que le morphisme de Baum-Connes tordu 
est compatible avec la somme directe de representations. On utilisera 
ce resultat dans l'etude de la bijectivite. 

Lemme 2.21. Soient p et p' deux representations de dimension finie 
de G et B une G-C* -algebre. Alors il existe des morphismes 

V : B x p(Bp ' G -> B x"' G et i p : B x p(Bp ' G -> B ^ G, 

qui prolongent l'identite sur C C (G,B) et tels que les diagrammes sui- 
vants, 



Ktop(G, B) — K(B xP®p' G) et K to P(G, B) — ^ K(B x^' G) 

K(Bxp'G), K(B x p G), 

soient commutatifs. On a le meme resultat dans le cas des produits 
croises tordus reduits. 
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Demonstration. II est clair que pour toute G-G*-algebre A et pour toute 
fonction / G C C (G,A), 

H/IUxpG < ||/IUxp®p'G' 

done l&c c {G,A) s'etend en un morphisme d'algebres de Banach 

i p : A x^®"' G -> A G. 

En fait , on a que A x p ® p ' G = Axi p GnAxi' ) 'G, a equivalence de norme 
pres. 

De meme, si E est un A-module de Banach et f E C C (G,E), 

et ldc c (c,E) s'etend en un morphisme de A-modules de Banach, que 
Ton note aussi i p , de E x p ® p ' G dans E x p G. 
On doit montrer que 

B ' B 

Pour ceci, on va d'abord montrer que, pour tout a G KK G (A, B), 
les elements j p (a) et jp@p>(ot) ont la meme image dans le groupe 
KK h&n (A x^' G,S x p G). C'est le lemme suivant 

Lemme 2.22. Pour tout a G KK G (A, B), on a Vegalite, 

«p(jp(«)) = V,*CW(a))> 
dans KK ban (A x p ® p ' G, B -a p G). 

Avant de demontrer le lemme 12.221 remarquons qu'il implique le 
lemme 12.211 En effet, pour X une partie G-compacte de EG et pour 
un element a dans KK G (C (X), B), 

Vp(B P >( a ) = s CW(a))( A p©p')> 
done, on a les egalites suivantes, 

V,*(^?®p'( a )) = W ° s 0p©p'(«))( a p®p')> 
= s (v,*(W'(a)))( A p®p') ) 
= S(z;( Jp (a)))(A pffi pO, 
= s (Jp(«))(v*( a p®p')) 5 
= E(j»)(A p )=/if(a). 

On a alors que \i® = i p> * o fj,^ pour toute G-G*-algebre I?, ce qui 
termine la demonstration du lemme 12.211 

□ 

Demonstration du lemme lK2R Soit (E,T) un representant de a dans 
E G (A,B). Alors 

*;C7 P (£)) = £x p G, 
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ou E xi p G est un (A x p ® p ' G,B x p G)-bimodule de Banach, Paction de 
A xi p!Sp G etant donnee par i p , et 

V,*(W(^)) > = (E G)> ®l~ r (B^G), 

On considere l'application suivante, 

r : C C (G, E) ® Cc(G , B) C C (G, B) - C C (G, E) 

x <S> b i— > xfe. 

On a alors, 

||r(x ® 6)||bxpG < II^IUxpgII^IIbxpg, 

< II^IUxip®p'gII^IIbxi p G, 

et done r definit une application, 

(E >\ p ® p ' G) <S> n Bl^G ^ E v\ p G, 

que Ton note encore r par abus de notation. 
Comme 

\\r(x <g> b)\\ ExPG < \\x ® &|| (E>< ,ep' G )^ (b^g )5 

l'application r definit un morphisme de 5 x p G-modules de Banach a 
droite de norme inferieure ou egale a 1. 

De meme, il existe un morphisme de B xi p G-modules de Banach (a 
gauche) 

T-.B^G® n ~ (E x p(Bp ' G) ^E >i p G, 

BxPffip'G 

de norme inferieure ou egale a 1. 

On va construire une homotopie entre (i P ,*(jp®p'( a )) e t jp( a ) en utili- 
sant les cones associes a ces morphismes. 
Soit, 

C(r)> = {(h,x) E (E x p G)[0,l] x i P 4j p(Bp ,(E))>\h(0) = r(x)}, 

le cone associe a r, et 

C(r)< = {(h,x) e (Ex p G)[0,l] x i p ^ ]p(Bp ,(E))<\h(Q) = r(x)}, 

le cone associe a f. 
On pose 

C(r):=(C(r)< C(r)>), 

qui est un (A x pep ' G, {B x p G)[0, l])-bimodule de Banach. 

Soit C(t,T) G C(C(t)), l'operateur sur C(r) defini par la formule 
suivante 

C(r, T)>(h, e <g> b) =(t (T x p (( r x P ® P ' ^) > e ® 6)) , 
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pour (h, e®b) G C(r) > et C(t,T) < defini de fagon analogue sur C(t) > . 
On a alors le lemme suivant 

Lemme 2.23. L' element (C(t),C(t,T)) defini ci-dessus est un element 
de E ban (A *p®p' G, {B x^ G) [0, 1]) . 

Demonstration. On doit montrer que pour tout a G C C (G, A) et pour 
tout g G G, les operateurs, 

[a,C(r,T)}, a(l-(C(r,T)) 2 ) et a(g(C(r,T)) - C(r,T)) 

sont des operateurs compacts de C(r). 

Soit S = (Sg) ge G G C C (G,K.(E)) et soit 5 P (resp. >Spep/) l'element 
de Cb>opg(E x p (7) (resp. de C BpfS pi >iG {E p ® p x G)) associe a 5 par la 
definition 12.51 appliquee a la representation p (resp. p® p'). On a alors 
une application 

^:C c (G,/C(£))^£(C(r)) 

definie par la formule 

^(S)>(h, e ® b) = (t » S>(h(t)), £> ep ,(e) ® b) , 

ou S G C C {G,K{E)) et (/i,e® 6) G C(r)>, et ou ^(S)< est defini sur 
C(t) < de fagon analogue. 

Lemme 2.24. Z 'application ip induit un morphisme d'algebres de Ba- 
nach de K{E) x pffip G dans C(C(t)), que Von note ^ par abus de no- 
tation et dont I'image est contenue dans JC(C(r)). 

Avant de demontrer le lemme , remarquons que le lemme suivant 
implique le lemme 12.231 

Lemme 2.25. Les operateurs 

[a,C{r,T)l a(l-(C(r,T)) 2 ) et a(g(C(r,T)) - C(r,T)) 

appartiennent d I'image de ip. 

Demonstration du lemme \272b\ Si on pose, pour tout a G C C (G,A), 
pour tout g G G et pour tout g\ G G, 

S 1 {g 1 ):=a(g 1 ){g 1 (T)-T) + [a(g 1 ),T\), 
S 2 {g l ):=a{g 1 )g 1 {l-T 2 )), 
et S 3 (gi) := a(gi)g\((gT) — T)), 

de sorte que, 

St = [a,Tx\ p G], 
S 2 = a(l-(T/Gf), 
et 5 3 = fl(j(T/G)-T/G), 
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(voir lemme [2771) . alors, par des calculs simples, on obtient, 

xP(S 1 ) = [a,C(r,T)], 
ij(S 2 ) = a(l-(C(r,T)) 2 ), 
et i;(S 3 ) = a(g(C(r,T))-C(r,T)). 

□ 

II est clair que les lemmes 12.51 et 12.251 impliquent le lemme 12.231 car 
pour tout a G C C (G, A) et pour tout g G G, les operateurs [a, C(r, T)], 
a(l — (C(t, T)) 2 ) et a(g(C(r, T))—C(r, T)) sont contenus dans l'image de 
ip qui, d'apres le lemme l2~5l est contenue dans l'algebre des operateurs 
compacts de C(t). Ceci implique done que (C(t),C(t,T)) appartient a 
E han (A x pffip ' G, (B x p G)[0, 1]), ce qui termine la demonstration du 
lemme 127231 □ 

II est clair que (C(t),C(t,T)) realise alors une homotopie entre 
ip{jp{ct)) et i P ,*(jp®p'(. a ))i e ^ cec i termine la demonstration du lemme 

\rm □ 

Demonstration du lemme lKR Soit 

(h, e®b)e C C (G, E) x (C C (G, E) ® C C (G, B)). 

Alors, 

||V(5) > (/ l ,e®6)|| c(T) > 

= max( sup ||^(ft(*))|Ux*>G,||^B A e ) ® h \\i P Ai ^AmpX 
v te[o,i] 7 

et done, 

\\ip(S)\\ C {c{T)) < max (\\S p \\c(expG), \\Sp®p'\\c(Exp®p'G)\ 

< / l|5 , 9llll(P©P')(^)l|End(VeV')^- 



L'application ip definit alors un morphisme d'algebres de Banach de 
l'algebre JC{E) x pep ' G dans £(C(r)), car 

\\Sp®p'\\c(ExiP®p'G) = \\S\\lC(E)xP®p'G> 

(voir la demonstration du lemme [278]) . 

On va maintenant montrer que l'image de ip est contenue dans l'algebre 
des operateurs compacts de C(r). Soit S = (S g ) g€ G G C C (G,K.(E)) et 
soit e > 0. D'apres le lemme l2~8l il existe n G N et pour i = 1, il 
existe des elements G C C (G, E) et ^ G C C (G, E) tels que, l'element 
= (K g ) ge G de C C (G,JC(E)) definit par la formule, 



„ n 

K 9 = Y,\y^i))(g{ii{9l 1 g))\dt, 



MORPHISME DE BAUM-CONNES TORDU 



33 



verifie l'inegalite, 

/ \\ S 9 ~ k 9 \\k,{e)\\{p® p'){g)\Wd{v®v)dg < e. 

JG 

Ceci implique 

U(S) - ^(K)\\ C{C{T)) < I \\S g -K g \\\\{P®p'){g)UnW)dg^ 

JG 

< e. 

Mais, ifi(K) appartient a /C(C(r)), car 

n n 

ip(K) =(^2\t^yi)(t^Zi\,J2\9^yi(9)®i)(g^i®&(g)\), 

i=l i=l 

n 

= ^2\(t ^ yi,g ^ Vi{g) ® !))((* "-»• & 9 "-»• 1 ® > 

et done V'(S') est approche par des sommes finies d'operateurs de rang 
1 ce qui implique que ifi(S) appartient a /C(C(r)). □ 

3. GROUPES ADMETTANT UN ELEMENT 7 DE KASPAROV 

Nous allons maintenant montrer que les morphismes de Baum- 
Connes tordus, maximal et reduit, sont des isomorphismes pour 
tout groupe G admettant un element 7 de Kasparov egal a 1 dans 
KK G (C, C). Pour ceci, nous allons d'abord montrer que les morphismes 
tordus a coefficients dans une algebre propre sont toujours des isomor- 
phismes. 

3.1. Coefficients dans une algebre propre. On rappelle qu'une G- 
C*-algebre B est propre s'il existe un G-espace propre Z tel que B soit 
une Co(2')-G'-C*-algebre au sens de Kasparov [Kas"88l 1.5] (e'est-a-dire 
qu'il existe un morphisme 9 de Cq{Z) dans le centre de l'algebre M(B) 
des multiplicateurs de B, G-equivariant et tel que Q(Cq(Z))B = B). 
Par abus de notation, si B est une G-C*-algebre propre on identifie 
Cq(Z) a son image dans le centre de M(B). De fagon equivalente, B est 
une G-C*- algebre propre si et seulement si, il existe un G-espace propre 
Z tel que B soit munie d'une action du groupoide Z x G. On renvoie le 
lecteur a |LG97| pour la definition de Taction d'un groupoide sur une 
C*-algebre. On rappelle tout de meme, que si Z est un G-espace, on 
note Z x G le groupoide dont l'ensemble des unites est Z, l'ensemble 
des fleches est le produit cartesien Z x G et les applications source et 
but sont donnees, respectivement, par les applications suivantes 

s : (z,g) 1 — > g.z et r : (z,g) 1— > z. 

On note alors (Z * G)^ := (Z >i G)« x (ZxG)(0 ) (Z x G)W l'ensemble 
des elements composables de Z x G. 



34 



MARIA PAULA GOMEZ-APARICIO 



Si B est une C (Z)-G-C*-a\gebre, on note r*(B) la C (Z x G)-G-C*- 
algebre obtenue comme image reciproque de B par l'application r. 
On rappelle aussi que si B est une G-C*-algebre propre, alors 

C*{G,B) = C;(G,B) 

(cf. |KS03L page 184], |HO04l page 192]). Nous allons montrer le theo- 
reme suivant 

Theoreme 3.1. Si B est une G-C* -algebre propre, alors fii 3 est un 
isomorphisme. 

Remarque 3.2. On remarque que si B est une G-C*-algebre propre, 
alors 

car C*(G,B) = C*{G,B), done le theoreme 13.11 implique que le mor- 
phisme de Baum-Connes tordu reduit a coefficients dans une algebre 
propre est aussi un isomorphisme. 

Demonstration du theoreme \3 . 1[ On a le lemme suivant 

Lemme 3.3. Si B est une G-C" -algebre propre, les morphismes 

i p : B -A pm ° G^B x p G et i\ a : B x p0lG G —>■ C*(G, B), 

oil Von note 1q la representation triviale de G, induisent des isomor- 
phismes en K-theorie. 

Le lemme implique le theoreme 13.11 En effet, d'apres le lemme |2~2T1 
Ha,* ° ^peiG = ^ B ou ^ B es ^ un i somor phisme car e'est le morphisme 
de Baum-Connes usuel a valeurs dans une algebre propre [CEM01 . 
On en deduit que l^f^i G est un isomorphisme. Comme d'autre part, 
i Pj * o fip &la = up 3 et que i p ^ est aussi un isomorphisme, on en deduit 
que le morphisme de Baum-Connes tordu par p a coefficients dans une 
algebre propre, up 3 , est un isomorphisme. 

□ 

Pour montrer le lemme 13.11 on va utiliser un resultat de Lafforgue 
(cf. |Laf02bl Lemme 1.7.8]. On rappelle qu'une sous-algebre D d'une 
algebre A est dite hereditaire dans A si DAD C D. Pour nous, l'interet 
de cette notion est donnee par le lemme suivant demontre dans fLaf02b, 
Lemme 1.7.10] 

Lemme 3.4. Si C est une algebre de Banach, B est une sous-algebre 
de Banach dense de C et s'il existe une sous-algebre dense de B qui 
est hereditaire dans C , alors B et C ont la meme K-theorie. 



De plus, Lafforgue a montre le lemme suivant (cf. |Laf02bl Lemme 
1.7.8]) 
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Lemme 3.5. Soit Z un G-espace propre tel que Z x G agisse sur B et 
soient s,r : Z x G — > Z les applications source et but, respectivement, 
de Z x G. Soit B c la sous-algebre de B formee des elements b de B tels 
que fb — b pour un certain f G C C (Z). Alors D = C C (G, B c ), I'algebre 
des sections continues a support compact dans Z x G de r*(B), est une 
sous-algebre hereditaire de C*(G,B). 

Nous allons donner ici la demonstration de Lafforgue avec plus de 
details par souci de commodite pour le lecteur. 

Demonstration. On rappelle que Ton note tout element / de C C (G, B) 
par l'integrale formelle f G f(g)e g dg et que dg^ 1 = A(g^)dg. Soient 
/i,/3 des elements de C C (G,B). L'application 

C C (G,B)^C C (G,B) 
/2 !-»■ h * h * /3, 

se prolonge par continuity en une application de C*(G,B) dans l'es- 
pace des fonctions / continues sur G a valeurs dans B qui verifient la 
condition suivante : il existe une constante C telle que pour tout g G G, 

\\f(g)\\ B A(g^<C. 

En effet, soit L 2 (G,B) muni de la structure de 5-module hilbertien 
donnee par la formule : 

(/,/%= / f(t)*f(t)dt, 
Jg 

pour tout /, /' G L 2 (G, B). On note tout element de L 2 (G, B) par l'in- 
tegrale formelle J G e g f(g)dg de sorte que B agisse a droite sur L 2 (G, B). 
Avec ces conventions, l'application de C C (G,B) dans L 2 (G,B) envoie 
j G f(g)e g dg dans J G e g f(g)dg, done il faut faire attention avec les for- 
mules. 

Si / = I G e 9f(9)dg, on a /* = J G f(g)*e g -idg et done 

(/**/') = (/ f(9Ye 9 -idg)( f e g f'(g)dg), 
Jg Jg 

= [ f(gytf'(gt)dge t dt. 

JGxG 

Si on note 1 l'identite de G, ceci implique que /* * /'(l) = (/, 
Done, pour tout /, /' G C C (G, B) et pour tout g G G, 

\\f*f > (g)\\B = \\f*(fe 9 -m\\B, 

= (/'e« y -i))L 2 (G,B)l|B> 

< ||/*||L2(G,B)||/ / e g -i||L2(G,B)- 
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HA 



g-i||L2(G,B) 



f(tg)\f\tg)dt 
f{t)*f{t)&{g- l )dt 



G 



< 11/1 



L 2 (G,B) 



A( 5 )" 



Ceci implique que, pour /i, / 3 , / 2 G G C (G, B) et g & G, on a les inega- 
lites suivantes 

ll/l * /2 * f3(g)\\B < A(5)"5||/*|| L 2 (G)B) ||/ 2 * / 3 || L 2 (G)B) , 

< A(#)~ 2 || /* || L 2 (G)B) || X(G,B) (/2)/3||l2(G,B) , 

< A (#) ~ 2 1 1 /* 1 1 L 2 ( G)B) 1 1 / 2 1 1 C * (GiB) 1 1 / 3 1 1 L 2 ( G)B) , 

ou on note A GjB la representation reguliere de C*(G,B) dans 
£(L 2 (G,5)) de sorte que ||A (GiB )(/ 2 )|| r(i 2 (G)B)) = ||/ 2 || G *( G , B) . On a 
done 

H/l * /2 * /3(0)||bA(0)2 < ||/ 1 *|| £2(G>B) ||/ 2 || C r. (G>B) ||/ 3 || L 2 (G>B) , 

ce qu'on voulait demontrer. 

Maintenant, si /i,/ 3 appartiennent a C C (G,B C ), ce sont des sec- 
tions continues a support compact sur Z x G de r*(B), vu comme 
champ continu d'algebres au-dessus de Z x G; done ?"( su PPzxg(/i)) et 
s(supp z><]G (/ 3 )) sont des sous-ensembles compacts de Z x G. De plus, 
comme Z est un espace G-propre, l'application 

(r, s) : Z x G -> Z x Z, 

est propre et done le sous-ensemble de Z x G 

X := {(z, h)\r(z, h) G r(supp z><G (/i)), s(z, h) G s(supp ZxG (/ 3 ))} 

est compact. 

Soit l'application qui a deux elements composables de Z x G associe 
leur composee : 

: (Z x G) (2) -> (Z x G) (1) 
{((z',h),(z,g))\z' = gz} ^ 

Si on definit un produit * entre les parties de Z x G de la maniere 
suivante : pour X, Y C Z x G, 

X*F := </>(Xx ( ^ G)(0) Y), 

alors le support du produit d'elements de G C (G, 5) est contenue dans 
le produit des supports. On a alors que, pour / 2 G C C (G,B), 

supPz^A * / 2 * /s) C supp z><G (/i) * supp z><G (/ 2 ) * supp ZxG (/ 3 ). 
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Or, supp z> , G (/i) * supp^^/a) * supp z>tG (f 3 ) C K, car : 

su PPz*g(./i) * supp Z)<G (/2) * supp ZMG .(/ 3 ) 

= {(z, 9) e Z x G|# = #i# 2 #3 avec g ll g 2 , g 3 G G, 
(z,£ 3 ) G supp z „ G (/ 3 ), (g 3 z,g 2 ) G sapp ZxG (f 2 ), 
(92g3z,gi) g supp Z)<G (/i)}. 

done le support de fi*f 2 * /3 est inclus dans un sous-ensemble compact 
de ZxG qui ne depend que de /i et / 3 . On en deduit que pour fi, f 3 G 
C C (G, B c ) l'application f 2 1— > fi * fi * f 3 a pour image C C (G, B c ), car 
sur le support de fi* f 2 * fz la fonction g 1— ► A(p) est alors bornee. Ceci 
implique que C C (G,B C ) est une sous-algebre hereditaire de C*(G,B). 
Comme, de plus, G*(G, B) est egal a C*(G, B) car 5 est propre, on en 
deduit que C C (G,B C ) est une algebre hereditaire de C*(G,B). □ 

Demonstration du lemme EH En gardant les notations du lemme 
precedent, l'algebre .D est une sous-algebre dense de B x p ® 1g G car B c 
est dense dans B = C (Z)B. De plus, comme D est une sous-algebre 
hereditaire de C*(G,B), alors D <g> End(V) est hereditaire dans 
G*(G, B) <g> End(V) et comme L> <g> End(F) nB/G = D alors D est 
une sous-algebre hereditaire de B x p G. 



En appliquant les lemmes |Laf02bi Lemme 1.7.9 et Lemme 1.7.10], 
on obtient alors que 

V,* : K{B x pelG G) -> K{B x' G), 
et i w : K(B x pffilG G) -> K(C*{G, B)) 

sont des isomorphismes. □ 

Remarque 3.6. D'apres le lemme precedent, si B est une G-G*-algebre 
propre, l'application i P)St °h^^ de K(C*(G, B)) dans K(B x p G) est un 
isomorphisme pour tout groupe localement compact. 

3.2. Element 7 de Kasparov. On va maintenant utiliser le resultat 
obtenu pour les algebres propres pour montrer que le morphisme de 
Baum-Connes tordu par n'importe quelle representation de dimension 
finie de G et a coefficient dans une G-G*-algebre quelconque, est un 
isomorphisme pour tout groupe localement compact G qui admet un 
element 7 de Kasparov egal a 1 dans KK G (C, C). Le resultat est donne 
par le theoreme suivant 

Theoreme 3.7. Soit G un groupe localement compact tel que il existe 
une G-C* -algebre propre A, et des elements r] G KK G (C, A) et d G 
KK G (A, C) tels que, si on pose 7 := r\ ®a d G KK G (C, C) on a 7 = 1. 
Soit B une G-C* -algebre. Alors, pour toute representation p de dimen- 
sion finie de G, /rf et jjfi r sont des isomorphismes. 
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Demonstration. Si A, B, D sont des G-C*-algebres, on note o~d le mor- 
phisme de KK G (A, B) dans KK G (A ®D,B®D) defini dans |Kas88j . 
Soient A, rj et d verifiant les hypotheses du theoreme. L'injectivite et 
la surjectivite decoulent de la commutativite du diagramme suivant 
(3.1) 

K to v{G, B) l^lll^ K to ?(G, A®B) K to v(G, B) 

K(B G) K(A ® B G) K(B x p G). 

On va demontrer d'abord la surjectivite. Supposons qu'il existe 
7 G KKg(C, C) verifiant les hypotheses et tel que 7 = 1 dans 
KK G {C,C). 

Le fait que 7 soit egal a 1 implique que E(j p ((Tb(7))) = Idx(BxiPG)- 
Or, 7 = 77 ®a d, done 0^(7) = 05(77) <8>a cb(^) et done 

S(i P (o" B (7))) = E(j p (o- B (v) ®a®b ^B(d))), 

= E(j> B (d)))oE(j>B(i7))), 

ce qui implique que E( j 7 p (cr B (c?))) est surjectif. 
D'autre part, 

E(j> B (d)))o /i ^ = ^oa B (d)„ 

et comme A ® £? est une algebre propre car A est propre, /i^ ® B est un 
isomorphisme et ceci implique que /rf est surjectif. 

Montrons maintenant l'injectivite. Soit x G K top (G,B) tel que 
fip(x) = 0. On a alors 

/i^flfaM*)) = E(j p (a B (i 7 )))( A iJ r (x)) J 
= 0, 

ce qui implique que cr B (77)^(0;) = car /i p ® B est un isomorphisme. Mais 
= ctb(^) o- B (d), done (7b(7)*(x) = 0. De plus, le fait que 

7 = 1 implique que 05(7) = 1 et done que o~b{i)* = IdK to p{G,B)- Ceci 
implique que x = 0. 

Les remarques 12.201 et 13.21 impliquent que la meme demonstration est 
valable dans le cas du morphisme tordu reduit. 

□ 

Plus generalement, le diagramme 03. II) permet aussi de montrer que 
l'existence d'un element 7 de Kasparov implique l'injectivite du mor- 
phisme de Baum-Connes tordu. C'est le theoreme suivant 

Theoreme 3.8. Supposons que pour toute partie G-compacte Y 
de EG, il existe une G-C* -algebre propre A et des elements rj G 
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KK G (C,A) et d G KK G (A, C) tels que 7 = 77 ® A d G M G (C,C) 
verifie p*(^y) = 1 dans KK G kY (Co(Y), Cq(Y)), oil p est la projection 
de Y vers le point. Alors, pour toute representation p et pour toute 
G-C* -algebre B, les morphismes /rf et [i^ r sont sont injectifs. 

Demonstration. Soit x un element de K top (G) tel que fJ-f(x) = 0. Soit Y 
une partie G-compacte de EG telle que x G KKq(Cq(Y), B) et soient 
A, rj, d et 7 verifiant les hypotheses du theoreme. On va montrer que 
x = 0. La commutativite du diagramme ( 13 .ID implique que ctb(ti)*(x) = 
car 

= 0, 

et est un isomorphisme (car A®B est une algebre propre). Mais 

o"b(^)*(x) = implique que a B {i)*{x) = 0, car a B {l) = cr B (r}) <S>a®b 
a B (d). 

D'autre part, Pegalite p*{^) = 1 dans KKqky (Co(Y), Cq(Y)) implique 
que ac (Y)(l)* x = Or, comme 7 G KK G (C, C), on a 

°"c (y)(7) ®c (y) ^ = ^ ®s 0-5(7)- 

Ceci implique que o"B(7)*a: = x et done que x = 0. La meme demons- 
tration est valable dans le cas du morphisme tordu reduit. □ 
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